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Étude bibliographique

Master Sciences et Technologies,
Mention Informatique,

Parcours Théorique
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1. INTRODUCTION 1

1 Introduction

Un problème bien connu de la littérature est celui du consensus d’ordres : il s’agit,
étant donné m ordres sur un ensemble D, de proposer un ordre consensus qui contredise
le moins possible chacun des ordres d’entrée. Ce problème possède moult champs d’ap-
plication : il permet, entre autres, d’aider un groupe d’individus à prendre une décision
commune basée sur les préférences des individus, d’améliorer le résultat associé à une
requête, de classer un ensemble d’objets en prenant en compte simultanément plusieurs
critères de similarité, etc. Ainsi, de nombreuses communautés se sont intéressées à ce
problème. L’état de l’art de ce mémoire vise à recenser les différentes communautés,
définir les différentes versions du problème, et proposer une classification des méthodes
de résolution existantes.

Cette bibliographie est ordonnée de la façon suivante. D’abord, la section 2 situe le
domaine de ce stage. Dans la section 3 est décrit l’état de l’art réalisé lors de cette étude
bibliographique. Enfin, la problématique ainsi que la direction de recherche envisagée
pour la poursuite du stage sont détaillées dans la section 4.

2 Présentation du domaine

L’ensemble des chromosomes présents dans les cellules d’un organisme composent son
génome, c’est-à-dire son patrimoine génétique. Un chromosome contient et ordonne un
ensemble de marqueurs moléculaires (e.g., gènes). Avoir accès au génome des organismes
est un enjeux crucial de la génomique : cela permet d’en comprendre l’organisation, les
différentes transformations qu’il a connues, mais aussi de pouvoir le comparer à d’autres.
Il est pour cela possible d’utiliser des techniques de séquençage, qui fragmentent le
génome en de petits morceaux qu’il faut ensuite ré-assembler. Il a été montré que cette
phase d’assemblage est un problème NP-difficile : dès lors, les heuristiques utilisées
fournissent un accès imparfait au génome. Par conséquent, l’ordre entre les marqueurs
fournit par l’assemblage est partiel, et peut même contenir des erreurs.

Une manière visuelle de représenter schématiquement ce que l’on sait de l’organisa-
tion des marqueurs moléculaires est de regrouper ensemble ceux que l’on sait être sur un
même chromosome. Un partitionnement en classes d’équivalences, appelées groupes de
liaison dans ce contexte biologique, est ainsi obtenu. Il est ensuite possible de représenter
chacun de ces groupes de liaison par un segment, sur lequel la position (relative ou ab-
solue) de chaque marqueur est indiquée par un tiret : il s’agit d’une carte génomique.
Idéalement, une carte est composée d’autant de segments qu’il y a de chromosomes, et
contient autant de tirets que de marqueurs. Cependant, l’information dont on dispose
est généralement incomplète : des cartes parcellaires contenant plus de segments que de
chromosomes (on ne dispose pas de l’information qui permettrait de les regrouper), et
seulement un sous-ensemble des marqueurs, sont obtenus (pour les autres marqueurs,
aucune information n’est disponible).

Une carte génomique peut être obtenue via différents types de données biologiques et
différentes approches méthodologiques, comme par exemple des techniques de cartogra-
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phie, de déséquilibre de liaison, ou encore par des logiciels de prédiction. Par conséquent,
pour une espèce donnée, de nombreuses cartes peuvent avoir été obtenues par différentes
équipes de recherche, en utilisant différentes approches, ainsi qu’avec différents types de
marqueurs biologiques. Des travaux récents [75, 26, 27, 66] montrent qu’il est possible, en
confrontant ces différents ordonnancements, d’en proposer une synthèse plus riche et plus
fiable que ce qui est obtenu par une unique approche. En effet, si les cartes ne couvrent
pas les mêmes marqueurs, les combiner peut permettre de couvrir une plus grande par-
tie du génome. De plus, des informations concordantes entre plusieurs cartes se verront
accorder plus de crédit. Ce stage s’intéresse à la combinaison de cartes génomiques
existantes, contenant des informations partielles et/ou contradictoires, en une unique,
appelée carte consensus. Cette dernière doit représenter l’ordre le plus plausible entre
les marqueurs. Plus de détails sur la problématique du stage sont donnés dans la section
4 de ce mémoire.

3 État de l’art

3.1 Les différentes applications

Le consensus d’ordres est un problème ayant des multitudes d’applications, c’est
pourquoi il a motivé de nombreux travaux, et ce dans différentes communautés. Cette
section vise à donner au lecteur un aperçu de ces différents champs d’applications.

Théorie du choix social Cette théorie s’intéresse à définir les préférences collectives
d’un groupe à partir des préférences individuelles de ses individus. de Borda [19] et
Condorcet [15] se sont par exemple intéressés, dans un vote démocratique, à comment
élire le meilleur candidat par rapport à l’ensemble des préférences des électeurs.

Systèmes de recommendation pour un collectif Un système de recommendation
est un outil permettant de suggérer à un utilisateur un ensemble d’items (un produit, une
musique, un journal d’actualité, etc.) correspondant à ses goûts et préférences. Cepen-
dant, certains types d’items qu’un système peut recommender tendent à être appréciés
par des groupes d’individus plutôt que par une seule personne : c’est le cas des restau-
rants ou des musées par exemple, où il est plus courant de s’y rendre à plusieurs. Afin
de pouvoir faire des recommendations à un groupe, un consensus des préférences des
individus doit être réalisé.

De nombreux systèmes de recommendation pour un collectif ont été développés,
comme Flytrap [17], qui sélectionne de la musique à jouer dans un espace public en
fonction des goûts musicaux des personnes présentes, Pocket RestaurantFinder [56]
qui aide un groupe de personnes à choisir un restaurant, ou encore Travel Decision
Forum [42, 43] qui demande aux utilisateurs leur ressenti sur un ensemble d’attributs
pour les aider à choisir une destination de vacances commune.
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Priorités aux urgences Une préoccupation majeure dans les services d’ugences (SU)
des hôpitaux et des cliniques est l’ordre de passage des patients. De façon à soigner les
patients qui en ont le plus besoin en premier, la plupart des SU utilisent un système de
triage1 des patients. Il s’agit d’un processus de prise de décision dans lequel les patients
sont priorisés en fonction de leur état de santé ainsi que de leur chance de survie.

Gilboy et al. [37] ont développé l’index de gravité d’urgence (ESI)2 : il s’agit d’un
support de prise de décision sur lequel peuvent se baser les infirmières pour catégoriser
l’état de santé des patients. Le travail de Fields et al. [33] a permis de se rendre compte
que l’affectation d’un patient à une catégorie de l’ESI dépend de l’expérience, du savoir,
ainsi que de l’intuition de l’infirmière. Dès lors, en combinant les affectations données
par différentes infirmières, un consensus de priorisation plus fiable [34] peut être obtenu.

Langages naturels La désambigüısation lexicale consiste à déterminer le sens d’un
mot w dans une phrase. Lorsque w possède de nombreuses significations, la tâche de
désambigüısation devient difficile (il s’agit d’un problème ouvert). Plusieurs algorithmes
de désambigüısation existent, chacun d’entre eux retournant une liste ordonnée des sens
possibles de w en fonction du contexte dans lequel w apparâıt. Le travail de Brody et al.
[11] s’intéresse à combiner les résultats de différents algorithmes, de façon à améliorer la
précision de la désambigüısation.

Recherche d’informations Il s’agit, étant donné une requête q, de classer un en-
semble de documents en fonction de leur degré de pertinence par rapport à q : plus
un document est pertinent par rapport à la requête, mieux il est classé. De plus, dif-
férentes stratégies de récupération d’informations amènent à différents résultats. C’est
pourquoi de nombreuses recherches récentes [35, 51, 46, 40, 8, 52] se sont concentrées sur
le gain de performance qui pouvait être réalisé en combinant les résultats obtenus par
différents systèmes. Cette combinaison est en fait un consensus d’ordres dans lequel il
s’agit d’agréger chacun des classements retournés par différents systèmes de récupération
d’informations.

Méta-recherches Étant donné une requête q posée par un utilisateur, un méta-moteur
de recherche transmet cette même requête à différents moteurs de recherche (Google,
DuckDuckGo, Yahoo, etc.). Chacun de ces moteurs retourne un classement des pages
web en réponse à q. Le méta-moteur de recherche combine alors ces listes pour produire
une liste agrégée : c’est cette dernière qui est présentée à l’utilisateur comme réponse à sa
requête. Différents méta-moteurs de recherche ont été développés, comme MetaCrowler
[64], SavvySearch [23], Inquirius [50], ou encore ProFusion [36].

Les différents travaux sur les méta-recherches [73, 5, 24, 57, 60, 21] sont motivés par
un ensemble de déficiences des moteurs de recherche, comme la rapidité à laquelle une
grande quantité d’informations doit être indexée, les pages web payant certains moteurs
1Le mot anglais est emprunté.
2De l’anglais Emergency Severity Index.
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pour apparâıtre ”plus haut” dans les recherches, ou encore les mauvaises indexations
[24], volontaires ou non, de pages web.

Classification automatique Différents problèmes concernent la classification d’ob-
jets. Il s’agit, étant donné un ensemble de classes, de chercher à quelle classe l’objet en
question est le plus susceptible d’appartenir. Chaque classificateur retourne la probabi-
lité qu’a chaque classe de contenir l’objet considéré. Comme de nombreuses stratégies de
classification existent, il est possible de combiner les différentes décisions prises par cha-
cune d’entre elles dans un consensus final. Différentes études [41, 68] tentent de montrer
sous quelles conditions le consensus final peut être meilleur que les classements d’entrée.

Consensus de cartes génomiques Étant donné un ensemble de marqueurs mo-
léculaires, une carte génomique est un ordonnancement (partiel) de ces marqueurs.
L’objectif est d’agréger, dans une carte consensus, un ensemble de cartes génomiques
(qui peuvent avoir des types différents : génétiques, physiques, cytologiques, optiques,
synténiques, basées sur les séquences, etc.) fournissant chacune un ordre partiel entre les
marqueurs moléculaires. Des conflits (i.e., inconsistances) peuvent apparâıtre dans les
cartes : il faut tenter de les résoudre en supprimant un minimum d’informations contra-
dictoires. Une telle agrégation permet de déduire un ensemble d’informations qui n’était
donné par aucune des cartes d’entrée prise individuellement ; en agrégeant plusieurs
cartes génomiques, une cartographie plus précise peut ainsi être obtenue. De nombreuses
études [75, 76, 77, 26, 66] utilisent les outils de la théorie des graphes pour obtenir des
cartes consensus de bonne qualité (voir la troisième catégorie (page 12) des méthodes de
résolution de la section 3.3).

3.2 Les différentes variantes du consensus d’ordres

Afin de lister un ensemble de variantes du consensus d’ordres, le problème dans sa
version la plus générale est d’abord donné.

Problème d’optimisation 1. Consensus d’ordres (version générale)

Entrée Un ensemble de m ordres R = {σ1, . . ., σm} sur un domaine D.
Sortie Un ordre σ∗ sur D qui soit le plus ”proche”a de R.

aLes versions plus spécifiques du problème préciseront cette notion de proximité

Ce problème existe sous différentes variantes dans la littérature. Nous avons recensé
et synthétisé un ensemble de spécifications pouvant servir à leur définition, et nous le
décrivons dans cette section.
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Type des ordres d’entrée Tout d’abord, le type des ordres d’entrée constitue une
première spécification du problème : il peut s’agir d’un ordre total, d’un ordre à buckets3,
d’un ordre à intervalles, ou encore d’un ordre partiel. Les définitions de ces différents
types d’ordres, données ci-dessous, sont basées sur celles fournies dans [9] et illustrées
dans l’exemple 1.

Une relation binaire R sur un ensemble fini non vide D (appelé domaine) est un
sous-ensemble de D ×D ; on note (x, y) ∈ R par x ≺R y.

Une relation binaire σ est un ordre partiel (strict)4 sur D si, pour tout x, y, z ∈ D,
elle est :

• antiréflexive, i.e., x ⊀σ x,

• antisymétrique, i.e., x ≺σ y ⇒ y ⊀σ x,

• transitive, i.e., (x ≺σ y et y ≺σ z)⇒ x ≺σ z.

Un ordre partiel κ sur D est un ordre à intervalles s’il existe une bijection I de D
vers un ensemble d’intervalles, i.e., I(x) = [lx, rx], telle que x ≺κ y ⇔ rx < ly.

Un ordre partiel π sur D est un ordre à buckets s’il est négativement transitif, c’est-
à-dire que pour tout x, y, z ∈ D, (x ⊀π z et z ⊀π y) ⇒ x ⊀π y. Par conséquent, le
domaine D est partitionné en une séquence de buckets B1, . . . ,Bt telle que x ≺π y s’il
existe i et j avec i < j et x ∈ Bi et y ∈ Bj . Ainsi, dans un tel ordre, deux éléments sont
incomparables si, et seulement si, ils sont dans le même bucket.

Un ordre partiel τ sur D est un ordre total5 s’il est complet, i.e., pour tout x, y ∈ D
avec x 6= y, x ≺τ y ou y ≺τ x. Autrement dit, tous les éléments de τ sont comparables ;
τ représente une permutation des éléments de D.

Finalement, tous les ordres considérés dans ce mémoire sont strict, i.e., désignent
une relation antiréflexive.

Exemple 1. Sur le domaine D = {A,B,C,D}, l’ensemble {A ≺τ B ≺τ C ≺τ D}
représente un ordre total, {{A,B} ≺π {C,D}} un ordre à buckets (mais pas un ordre
total), {A ≺κ C, A ≺κ D, B ≺κ D} un ordre à intervalles (mais pas un ordre à
buckets puisque les conditions A ⊀κ B et B ⊀κ C sont respectées bien que A ≺κ C),
et {A ≺σ C, B ≺σ D} un ordre partiel (mais pas un ordre à intervalles, ce qui peut
être montré par l’absurde de la façon suivante. Supposons qu’il s’agisse d’un ordre à
intervalles. Puisque A ≺σ C, lA ≤ rA < lC ≤ rC . En outre, comme B est incomparable
à A et C, lB ≤ rA < lC ≤ rB. De plus, comme B ≺σ D, rB < lD. Finalement, comme
rA < lD, alors A ≺σ D : il s’agit d’une contradiction).
3Le mot anglais est emprunté.
4Dans la plupart des communautés, un ordre partiel est une relation réflexive alors qu’un ordre partiel
strict est une relation antiréflexive ; de la même façon que dans [9, 10], un abus de langage est fait dans
ce mémoire, où un ordre partiel désigne une relation antiréflexive.

5Dans la plupart des communautés, un ordre est total si tous ses éléments sont comparables, et il est
partiel sinon (autrement dit, un ordre ne peut pas être total et partiel à la fois). Dans ce mémoire et
de la même façon que dans [9, 10], un ordre total désigne une généralisation d’un ordre partiel.



6 TABLE DES MATIÈRES

Finalement, il est facile de s’apercevoir qu’un ordre total est un ordre à buckets
(avec un seul élément par bucket), qu’un ordre à buckets est un ordre à intervalles (les
intervalles des éléments d’un même bucket se chevauchent alors que les intervalles des
éléments contenus dans deux buckets consécutifs se suivent), et qu’un ordre à intervalles
est un ordre partiel (tout ordre est partiel).

Avec ou sans enrichissement des données Il arrive parfois qu’en plus des ordres
d’entrée, des informations supplémentaires, appelées labels, soient disponibles sur les
éléments à classer (comme leur importance) et/ou sur les ordres d’entrée (comme leur
qualité). Dans ce cas, les données sont dites enrichies.

Avec ou sans apprentissage Le consensus peut être réalisé avec ou sans apprentis-
sage préalable. Cette technique, détaillée dans [39], consiste à construire des modèles
de consensus, en créant plusieurs entrées du problème (sur un même domaine D), puis
en les faisant analyser par un oracle supposé connâıtre la vérité absolue. Ces instances
analysées sont appelées données préparées. Des consensus d’ordres peuvent ensuite être
réalisés sur D, en se basant sur les informations contenues dans les ”vrais” classements
fournis par l’oracle.

Méthode de consensus La dernière spécification prise en compte dans ce mémoire
concerne la manière de réaliser le consensus. D’après le théorème de l’impossibilité
d’Arrow [4], il n’existe pas de méthode d’agrégation indiscutable. Pour être plus précis,
dès lors qu’il y a trois options de choix (i.e., |D| ≥ 3) et deux votants (i.e., deux ordres
d’entrée), aucun consensus ne peut satisfaire à la fois :

• le principe d’unanimité (ou de Pareto faible) [53] : si tous les individus préfèrent
x à y alors le consensus préfère x à y,

• la non-dictatorialité [53] : le consensus ne cöıncide pas en permanence avec les
préférences d’un des votants indépendamment des préférences des autres votants,

• l’indépendance des alternatives [53] : dans le consensus, l’ordre relatif entre deux
alternatives de choix ne doit dépendre que de leur position relative dans les préfé-
rences des différents votants (et non de la position des autres options de choix).

Cela permet finalement à une grande variété de méthodes d’exister : une partie
d’entre elles est décrite dans la section suivante.

3.3 Catégorisation des méthodes de résolution existantes

Du fait des nombreuses communautés travaillant sur ce sujet, les différentes méthodes
de résolution existantes se recoupent parfois sans que cela soit clairement mentionné dans
les publications les présentant. Notre état de l’art nous a permis de mettre en évidence
quatre grandes catégories de méthodes que nous présentons dans cette section, et qui
nous permettent de structurer la littérature existante.
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La première classe regroupe les méthodes de résolution basées sur l’assignation d’un
score aux éléments du domaine. Les résolutions basées sur la recherche d’une médiane
sont décrites dans la deuxième catégorie. Aussi, les méthodes basées sur les outils de la
théorie des graphes sont exposées dans la troisième classe. Par ailleurs, des méthodes pro-
babilistes ont été introduites pour résoudre le problème du consensus d’ordres : elles sont
expliquées dans la quatrième catégorie. Enfin, d’autres types de méthodes de résolution
sont donnés, bien qu’ils ne s’adaptent pas directement à la direction de recherche envi-
sagée pour ce stage.

Méthodes basées sur un score assigné aux items Dans les méthodes décrites
dans ce paragraphe, un ordre d’entrée peut contenir soit juste une information d’ordre,
soit en plus de l’ordre, l’écart entre ses éléments. En outre, chaque ordre ne classe pas
forcément tous les éléments de D.

Un consensus d’ordres respecte le critère de Condorcet [15] s’il classe en premier le(s)
gagnant(s) de Condorcet : il s’agit de l’élément qui est le plus petit (i.e., meilleur élément)
ou qui est incomparable à tous les autres éléments du domaine selon les ordres d’entrée.
La procédure de Condorcet construit le consensus final en assignant le(s) gagnant(s) de
Condorcet à la meilleure place, en le(s) retirant du domaine et des ordres d’entrée, puis
en assignant le(s) deuxième(s) gagnant(s) de Condorcet à la deuxième meilleure place,
etc. Dans l’exemple 2, les éléments C,D,B,A,E sont de tels gagnants (à différentes
itérations de la procédure). Comme un tel gagnant n’existe pas toujours (c’est le cas lors
de la 3e itération de l’exemple 2), de nombreuses variantes de la méthode de Condorcet
ont été proposées. Par exemple, une des variantes définit le gagnant de Condorcet comme
l’élément le mieux classé par rapport à (ou incomparable à) tous les autres éléments par
une majorité absolue d’ordres d’entrée. Cette variante est utilisée lors de la 3e itération
de l’exemple 2. De plus, Truchon et al. [67] ont introduit le critère de Condorcet étendu,
qui stipule que s’il existe une partition (A,B) du domaine D telle que pour tout x ∈ A et
tout y ∈ B, une majorité absolue préfère x à y, alors le consensus final doit positionner
tous les éléments de A avant ceux de B. Aussi, Jean [44] a introduit la Black rule, qui
utilise la méthode Condorcet si un gagnant existe, sinon utilise la méthode de Borda
décrite ci-dessous. La procédure de Condorcet et ses variantes ont été utilisées en théorie
du choix social [15] et pour les méta-recherches [24, 57].

Exemple 2. Soient le domaine D = {A,B,C,D,E, F,G,H}. La table 1 illustre une
procédure de Condorcet réalisant un consensus des ordres à buckets π1, . . . , π4 suivants :

π1 : {C ≺π1 A ≺π1 {G,F}},
π2 : {D ≺π2 A ≺π2 G ≺π2 F},
π3 : {B ≺π3 A ≺π3 F ≺π3 G},
π4 : {B ≺π4 {E,A} ≺π4 F ≺π4 H}.

La méthode de Borda [19] ou méthode de Borda-Kendall, initialement conçue pour
agréger des ordres totaux sur le domaine D, consiste à assigner un score à chaque élément
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Étape π1 π2 π3 π4 Consensus de Condorcet

1 C≺A≺F
G D≺A≺G≺F B≺A≺F ≺G B≺A

E≺F ≺H
B
C
D

2 A≺F
G A≺G≺F A≺F ≺G A

E≺F ≺H
B
C
D

≺A
E

3 F
G G≺F F ≺G F ≺H

B
C
D

≺A
E≺F [Variante majoritaire]

4 G G G H
B
C
D

≺A
E≺F ≺G

H

Table 1 – Illustration d’une procédure de Condorcet. Les gagnants de Condorcet sont
d’abord B, C et D : ils sont assignés à la meilleure place du consensus (étape 1). Une fois
ces éléments retirés du domaine, deux autres gagnants sont trouvés : A et E (étape 2). À
cette étape de la procédure, plus aucun gagnant (selon la définition initiale) n’est trouvé.
En effet, il n’est pas possible de départager les éléments F et G. Dès lors, en utilisant
la variante qui définit le gagnant de Condorcet comme l’alternative la mieux classée par
rapport à (ou incomparable à) toutes les autres alternatives par une majorité absolue
d’ordres d’entrée, F est gagnant (étape 3). Finalement, il est impossible de départager
G et H, c’est pourquoi ils arrivent en dernière position du consensus (étape 4).

du domaine. Le score ω assigné à un élément e est la somme du nombre d’éléments f
moins bien classés que lui dans chaque ordre d’entrée σi, i.e., ω(e) =

∑m
i=1 |{f, e ≺σi f}|.

Le consensus final est obtenu en classant les éléments du domaine par ordre décroissant
de leur score, avec les plus grands en premier. L’exemple 3 illustre cette procédure. La
méthode de Borda fait partie de celles les plus largement utilisées, et ce dans différents
champs d’application, comme les méta-recherches [5, 60, 21], la classification automa-
tique [41, 68, 61], les systèmes de recommendation pour un collectif [6], l’établissement
des priorités des patients aux urgences [34], la récupération d’informations [54, 59], ainsi
que le traitement des langages naturels [54]. Cette procédure peut être implémentée en
temps linéaire, mais ne permet pas de garantir l’indépendance des alternatives (voir
l’exemple 3). Des méthodes permettant de normaliser les scores ω(.) peuvent être ap-
pliquées quand les ordres d’entrée ne sont pas tous de même taille.

Exemple 3. Soient le domaine D et les ordres d’entrée π1, . . . , π4 de l’exemple 2. Les
scores finaux assignés aux éléments du domaine selon la méthode de Borda sont ω(A) = 8
(car A possède deux éléments plus petits que lui dans chacun des quatre πi), ω(B) = 7
(car B possède trois éléments plus petits que lui dans π3, quatre dans π4, et aucun dans
π1 et π2), ω(C) = ω(D) = 3, ω(E) = ω(F ) = 2, ω(G) = 1, et ω(H) = 0. Le consensus
construit avec la méthode de Borda est donc A ≺ B ≺ {C,D} ≺ {E,F} ≺ G ≺ H. Il
est intéressant de remarquer que l’indépendance des alternatives n’est pas satisfaite. En
effet, si dans π2, F est déplacé entre D et A, et que dans π3, F est déplacé entre B et
A, le nouveau consensus obtenu selon la méthode de Borda classe B avant A, alors que
leur position relative n’a été changé dans aucun des ordres d’entrée modifiés.
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Une généralisation de la méthode de Borda est la méthode d’agrégation linéaire :
elle est utilisée quand des scores donnant un écart entre les éléments sont disponibles
(par exemple, si l’on considère le classement d’élèves en fonction de leurs notes dans
différentes matières). Différentes stratégies d’agrégation linéaire, CombSUM, CombMIN,
CombMAX, CombANZ, et CombMNZ, ont été proposées par Shaw et Fox [65]. Comb-
SUM classe les éléments du domaine selon la somme des scores qu’ils ont obtenus dans
chacun des ordres d’entrée (équivalent à la méthode de Borda quand les scores ω(.) sont
utilisés, voir le paragraphe précédent) ; CombMIN (resp. CombMAX) les classe selon le
score minimum (resp. maximum) qu’ils ont reçu à travers tous les ordres d’entrée ; avec
CombANZ (resp. CombMNZ), les éléments sont classés par ordre croissant de leur score
CombSUM divisé (resp. multiplié) par le nombre d’ordres d’entrée contenant l’élément.
Cette approche ne garantit pas le critère de Condorcet (voir l’exemple 4). Par ailleurs,
de la même façon que pour la méthode de Borda, cette approche a plus de sens quand
les ordres d’entrée sont totaux ; elle peut être étendue à des ordres plus spécifiques (e.g.,
à buckets, à intervalles, etc.) en normalisant les scores par rapport à la taille des ordres
d’entrée. Cette méthode d’agrégation linéaire a été utilisée pour la classification automa-
tique [41], pour les méta-recherches [5, 60], pour les systèmes de recommendation pour
un collectif [6], ainsi que pour la récupération d’informations [65, 31, 59].

Exemple 4. Soient le domaine D = {A,B,C,D,E, F,G,H}, ainsi que les ordres d’entrée
π1, . . . , π4 (déjà vus dans les exemples 2 et 3) et les scores d’entrée associés ωπ1 , . . . , ωπ4

suivants :

π1 : {C ≺π1 A ≺π1 {G,F}}, avec ωπ1(C) = 3, ωπ1(A) = 2, et ωπ1(G) = ωπ1(F ) = 0,

π2 : {D ≺π2 A ≺π2 G ≺π2 F}, avec ωπ2(D) = 3, ωπ2(A) = 2, ωπ2(G) = 1, et ωπ2(F ) =
0,

π3 : {B ≺π3 A ≺π3 F ≺π3 G}, avec ωπ3(B) = 3, ωπ3(A) = 2, ωπ3(F ) = 1, et ωπ3(G) =
0,

π4 : {B ≺π4 {E,A} ≺π4 F ≺π4 H}, avec ωπ4(B) = 4, ωπ4(E) = ωπ4(A) = 3, ωπ4(F ) =
1, et ωπ4(H) = 0.

Le consensus construit selon CombMAX en utilisant les scores d’entrée ωπi(.) est
B ≺ {C,D} ≺ {A,E} ≺ {F,G} ≺ H. En effet, max4

i=1 ωi(B) = 4, max4
i=1 ωi(C) =

max4
i=1 ωi(D) = 3, max4

i=1 ωi(A) = max4
i=1 ωi(E) = 2, max4

i=1 ωi(F ) = max4
i=1 ωi(G) =

1, et max4
i=1 ωi(H) = 0. Dans cette procédure, le critère de Condorcet n’est pas respecté

(voir l’exemple 2 pour comparaison).

Les méthodes décrites jusqu’ici traitent tous les ordres d’entrée comme égaux, alors
qu’il peut être intéressant d’accorder à chacun plus ou moins de crédit. Yager [72] a in-
troduit les opérateurs pondérés, très utilisés par les domaines dans lesquels une décision,
selon différents critères, doit être prise. Par exemple, une personne souhaitant acheter
un véhicule va s’intéresser au prix, mais aussi à la puissance du moteur, ainsi qu’à la
consommation du véhicule. Pour prendre sa décision, la personne souhaite se baser sur
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ces trois critères ; cependant, il peut vouloir accorder plus d’importance à certains qu’à
d’autres (le prix est plus important que la puissance du moteur, par exemple). La prise
de décision multi-critères peut être vue comme un problème de consensus d’ordres, dans
lequel chaque critère joue le rôle d’un ordre d’entrée. Pour cette méthode, chaque élément
e se voit attribuer un score final Ω(e) en combinant les scores ω(e, σi) de cet élément
dans chaque ordre d’entrée σi. La résolution proposée par Yager est basée sur la famille
de fonctions d’utilités paramétrée par p :

Ω(e) =
(∑m

i=1 ω(e, σi)p

m

) 1
p

Cette famille procure une grande variété de fonctions d’agrégation, par exemple :

• p = 1 : moyenne arithmétique,

• p = −1 : moyenne harmonique,

• p→ 0 : moyenne géométrique,

• p→ +∞ : max (généralise l’opérateur ”OU”),

• p→ −∞ : min (généralise l’opérateur ”ET”),

La généralisation de l’opérateur ”ET” préfère l’élément qui n’a pas de gros point faible
selon les différents critères, alors que celle de l’opérateur ”OU” préfère celui qui a un gros
point fort sur un critère. Finalement, les domaines d’application ayant recours à cette
méthode de résolution sont ceux qui doivent prendre une décision selon plusieurs critères,
comme l’établissement des priorités aux urgences [34], la récupération d’informations
[28], ou les méta-recherches [25].

Méthodes par recherche d’une médiane Il est possible d’utiliser la notion de dis-
tance pour obtenir un consensus d’ordres. Une distance entre deux ordres d’un ensemble
O est une fonction d : O ×O → R qui satisfait, pour tout σx, σy, σz ∈ O, les conditions
de :

• non-négativité (i.e., d(σx, σy) ≥ 0),

• identité des indiscernables (i.e., d(σx, σy) = 0⇔ σx = σy),

• symétrie (i.e., d(σx, σy) = d(σy, σx)),

• inégalité triangulaire (i.e., d(σx, σy) ≤ d(σx, σz) + d(σz, σy)).

Étant donnés une distance d et un ensemble de m ordres σi sur D, un ordre médian,
aussi appelé médiane, est un ordre σ∗ sur D qui minimise la somme des distances d entre
σ∗ et les σi. Autrement dit, une médiane est un ordre σ∗ qui minimise

∑m
i=1 d(σ∗, σi).

Une des distances très largement étudiée pour le consensus d’ordres est celle de
Kendall-tau, notée K. Elle est définie sur les ordres totaux, c’est-à-dire des ordres re-
présentant des permutations du domaine. Cette distance mesure le nombre de paires
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d’éléments {e, e′} pour lesquelles deux ordres totaux τ1 et τ2 sur un domaine D sont en
désaccord, i.e., K(τ1, τ2) = |{{e, e′}, e ≺τ1 e

′ et e′ ≺τ2 e ou e′ ≺τ1 e et e ≺τ2 e
′}|.

Exemple 5. Soit le domaine D = {A,B,C,D} et deux ordres totaux τ1 et τ2 sur D
représentés par {B ≺τ1 D ≺τ1 A ≺τ1 C} et {A ≺τ2 D ≺τ2 C ≺τ2 B}. La distance de
Kendall-tau entre τ1 et τ2 est K(τ1, τ2) = 4, puisque τ1 et τ2 sont en désaccord pour
l’ordre concernant les paires {A,B}, {A,D}, {B,C} et {B,D}.

La recherche d’une médiane sous la distance de Kendall-tau est appelé le problème
de l’agrégation optimale de Kemeny, et permet de définir une notion de ”consensus
optimal” [24]. Cependant, obtenir une telle agrégation est NP-complet [7, 24], même
avec seulement 4 ordres d’entrée (i.e., m = 4).

Des heuristiques et algorithmes d’approximation ont été donnés par Dwork et al.
[24] concernant le problème de l’agrégation optimale de Kemeny. De plus, différentes
recherches [7, 18, 16, 47, 69, 2, 62, 38] ont étudié le problème de l’agrégation optimale
de Kemeny comme un cas particulier de minimum (weighted) feedback arc set6. Les
méthodes de résolution pour ce dernier ont donc pu être utilisées pour résoudre ou
approcher l’agrégation optimale de Kemeny. C’est de cette façon qu’un algorithme exact
de branch and bound [18], des heuristiques [18], des algorithmes d’approximation [2,
69, 16] ainsi qu’un PTAS7 [47] ont pu être introduits pour la résolution de l’agrégation
optimale de Kemeny. Comme la distance de Kendall-tau est définie sur des ordres totaux
(i.e., des permutations), des extensions de l’agrégation optimale de Kemeny ont été
proposées [14, 58] pour des ordres à buckets, puis pour des ordres à intervalles et partiels
[9, 10]. Différents domaines d’application se sont intéressés à ce problème : la théorie du
choix social [7, 18, 16, 47, 69, 2, 62, 9, 10, 38, 45, 58], l’établissement des priorités aux
urgences [34], les méta-recherches [24, 21], la classification automatique [61], ou encore
le consensus de cartes génomiques [14, 74].

De plus, Jiao et al. [45] introduisent une méthode permettant de prédire, étant donnée
n’importe quelle procédure d’agrégation, à quel point le consensus de sortie fournit par
cette même procédure est proche d’une agrégation optimale de Kemeny (sans la calculer).
Pour cela, ils s’appuient sur des propriétés géométriques des agrégations optimales de
Kemeny dans un espace euclidien.

Par ailleurs, une autre distance très étudiée est celle de Spearman-footrules, notée F .
Elle est définie entre deux ordres totaux τ1 et τ2 sur D et est égale à la somme, sur tous
les éléments j de D, de la différence absolue entre les positions de j dans les deux ordres.
Autrement dit, F(τ1, τ2) =

∑|D|
j=1 |τ1(j)−τ2(j)|, avec τi(j) la position de l’élément j dans

l’ordre τi. Par ailleurs, l’inégalité

K(τ1, τ2) ≤ F(τ1, τ2) ≤ 2K(τ1, τ2) (1)
6Il s’agit, étant donné un graphe orienté, de trouver un ensemble d’arcs (de poids) minimum qui, une
fois retirés, laisse le graphe acyclique. Ce problème est NP-complet.

7Le mot anglais Polynomial Time Approximation Scheme est emprunté. Un PTAS est une famille d’al-
gorithmes paramétrés qui, étant donné un problème Π NP-difficile, permet d’approcher -autant que
souhaité- une solution optimale de Π, en temps polynomial en la taille de l’entrée. Cependant, plus
l’approximation souhaitée est fine, plus le temps d’obtention de la solution est augmenté.
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a été montrée par Diaconis et Graham [22]. Dwork et al. [24] détaillent un algorithme
polynomial, basé sur la recherche d’un couplage parfait de coût minimum dans un graphe
biparti pondéré complet, qui retourne une médiane d’un ensemble d’ordres d’entrée to-
taux sous la distance de Spearman-footrules (plus de détails sont donnés dans [24, 6]).
Il est possible de montrer, en utilisant l’équation 1, qu’une médiane pour un ensemble
d’ordres d’entrée totaux sous la distance de Spearman-footrules est une 2-approximation
efficace du problème de l’agrégation optimale de Kemeny [24]. La recherche de médiane
sous la distance de Spearman-footrules est étudiée dans différents domaines d’appli-
cation, comme la théorie du choix social [22, 62], l’établissement des priorisations des
patients aux urgences [33, 34], les méta-recherches [24], les systèmes de recommendation
pour un collectif [6], ou encore la fusion de cartes génomiques [74].

Exemple 6. Soit le domaine D et les deux ordres totaux τ1 et τ2 de l’exemple 5. La
distance de Spearman-footrules entre τ1 et τ2 est F(τ1, τ2) = |3− 1|+ |1− 4|+ |4− 3|+
|2− 2| = 6 (en regardant les éléments dans l’ordre A, B, C puis D).

Les distances de Kendall-tau et de Spearman-footrules ont été généralisées, de diffé-
rentes façons, pour des ordres à buckets [29], et pour des ordres partiels [24, 1, 9, 10].
Cependant, la recherche d’une médiane sous la distance de Spearman-footrules devient
un problème NP-difficile [24, 9] pour des ordres d’entrée partiels. Dans les différentes
extensions susmentionnées, l’inégalité de Diaconis et Graham reste vérifiée, ce qui a
permis à différentes approximations d’être introduites [1, 9] pour le problème de la
recherche d’une médiane.

Par une approche théorique, le livre de Fertin et al. [32] formalise et classifie les
différents problèmes liés aux calculs de distance entre deux ordres dans le contexte
des réarrangements génomiques. Les distances étudiées sont celles correspondant à des
événements biologiques : transpositions, translocations, inversions, ou encore des com-
binaisons de ces événements. La formalisation et classification des problèmes de re-
cherche d’une médiane (sous ces mêmes distances) sont aussi données. Dans ce livre, les
événements biologiques pris en compte permettent de retracer l’histoire évolutive des
espèces : les ordres d’entrée sont supposés sans erreur (i.e., correspondent à des vrais
génomes), et chercher une médiane est vu comme une manière (parcimonieuse) d’inférer
l’organisation (carte) du génome de l’espèce ancestrale du groupe étudié. De plus, la
distance utilisée permet d’obtenir une prédiction des événements génomiques qui se sont
produits au cours de l’évolution de ce groupe d’espèces.

Méthodes de la théorie des graphes Une instance du problème du consensus
d’ordres partiels peut être représentée par un graphe orienté G = (V,A) dont les som-
mets sont les éléments du domaine D ; un arc −→xy existe si, et seulement si, il existe un
ordre d’entrée σi tel que l’élément x est un prédécesseur strict de y (i.e., x ≺σi y et il
n’existe pas d’élément z dans tel que x ≺σi z ≺σi y). Un tel graphe est appelé graphe
des préférences : un exemple est donné dans la figure 1b ci-dessous. Lorsque G est acy-
clique, les ordres d’entrée ne se contredisent pas : un simple tri topologique de G permet
de trouver un consensus optimal. Cependant, lorsqu’il existe un cycle orienté dans G,
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il existe au moins deux ordres en désaccord sur au moins deux de leurs éléments. Dès
lors, résoudre le problème du consensus d’ordres peut être ramené à trouver un ensemble
minimum d’arcs X tel que G = (V,A −X) est acyclique : il s’agit du problème du mi-
nimum feedback arc set introduit précédemment (cf. note 6 de bas de page 11). Dans le
graphe des préférences de la figure 1b, l’ensemble minimum X d’arcs laissant le graphe
acyclique est soit {−−→GF} soit {−−→FG}.

De plus, la même représentation, mais avec des pondérations sur les arcs, a été
introduite [18] : le poids d’un arc −→xy correspond au nombre d’ordres d’entrée σi tels que
x ≺σi y moins le nombre d’ordres d’entrée σj tels que y ≺σj x (les arcs à pondération
strictement négative sont retirés). Une telle pondération est donnée dans la figure 1c.

Montague et Aslam [57] ont introduit le graphe de Condorcet : il s’agit du graphe
orienté G = (V,A) dont les sommets sont les éléments du domaine D ; pour toute paire
d’éléments (x, y) de D, il existe un arc −→xy si, et seulement si, il y a au moins autant
d’ordres d’entrée qui considèrent x meilleur que y qu’il y en a qui considèrent y meilleur
que x, ou si x et y sont incomparables à travers tous les ordres d’entrée. La figure
1d illustre un graphe de Condorcet. Montague et Aslam décrivent un algorithme per-
mettant de trouver un consensus en O(|D|mlog|D|), basé sur la recherche d’un chemin
Hamiltonien (i.e., un chemin qui passe par tous les sommets).

Par ailleurs, Desarkar et al. [21] se sont intéressés à assigner des poids aux ordres
d’entrée, en donnant plus de poids aux ”meilleurs” ordres (moins un ordre est en désac-
cord avec les autres ordres d’entrée concernant l’ordre entre deux éléments, plus il est
bon), sans que les données soient enrichies, avant de réaliser un consensus. Différents
travaux se sont intéressés à ce type de représentation, en théorie du choix social [18, 38],
en consensus de cartes génomiques [75, 26, 66], ou encore en méta-recherches [57, 21].

Le stage facultatif [20] que j’ai effectué lors de mon Master 1 concernait une variante
particulière du consensus d’ordres. Dans cette version du problème, une instance est
représentée par un graphe non orienté possédant deux types d’arêtes. Le premier type
d’arêtes modélise des adjacences fiables à longue distance (i.e., d’autres éléments peuvent
être insérés entre deux éléments adjacents à longue distance), et est contenu dans le
premier ordre d’entrée. Le second type d’arêtes représente des adjacences strictes (i.e.,
aucune insertion n’est possible entre deux éléments adjacents strictement) issues de
prédictions, c’est-à-dire pouvant être remises en question : ce type d’information est
contenu dans les m−1 autres ordres d’entrée. L’objectif est alors de trouver un ensemble
minimum d’arêtes d’adjacences strictes qui, une fois retirées, permettent d’obtenir un
graphe sans contradiction sur les informations d’ordres restantes. Nous avons montré la
NP-complétude de ce problème et proposé un algorithme heuristique.

Méthodes probabilistes Différentes méthodes basées sur les châınes de Markov ont
été utilisées pour le consensus d’ordres. Il s’agit d’un automate dans lequel les éléments
du domaine sont considérés comme les états ; pour chaque paire d’éléments (i1, i2), la
probabilité de transition correspondante (i1 → i2) dépend du nombre d’ordres d’entrée
contenant les deux éléments, ainsi que du nombre d’ordres d’entrée qui ont ordonné i1
avant i2. Quatre méthodes ont été proposées par [24] : MC1, MC2, MC3 et MC4. Elles
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{C ≺π1 A ≺π1 {G,F}}

{D ≺π2 A ≺π2 G ≺π2 F}

{B ≺π3 A ≺π3 F ≺π3 G}

{B ≺π4 {E,A} ≺π4 F ≺π4 H}

(a) Ordres d’entrée (déjà vus dans les exemples
2 à 4)

A B

C D

EFG

H

(b) Graphe des préférences

A B

C D

EFG

H

1 1

2

13 4

0

0
1

1

(c) Graphe des préférences pondéré

A B

C D

EFG

H

(d) Graphe de Condorcet

Figure 1 – Graphe des préférences (b), graphe des préférences pondéré (c) et graphe de
Condorcet (d) des ordres d’entrée π1, . . . , π4 (a). Dans (c), le poids associé à un arc −→xy
correspond au nombre d’ordres d’entrée πi tels que x ≺πi y, moins le nombre d’ordres
d’entrée πj tels que y ≺πj x. Par exemple, l’arc −−→FG a une pondération de 0 car F est
préféré à G dans π3, et G est préféré à F dans π2 (π1 et π4 ne se prononcent pas). Par
ailleurs, un unique cycle (dessiné en bleu), {G,F}, est présent dans ce graphe. Dans
(d), un chemin Hamiltonien (par exemple, le chemin dessiné en rouge) correspond à un
consensus qui contredit le moins possible les ordres d’entrée. De plus, pour éviter de
surcharger le graphe, deux arcs −−→CD et −−→DC sont condensés en un trait avec deux flèches,
i.e., ←→CD.

diffèrent dans la façon dont elles calculent les probabilités de transition. Ces méthodes
ont été utilisées pour les méta-recherches [60, 21], ainsi que pour la récupération d’infor-
mations [31, 59]. Par ailleurs, Fang et al. [30] soulignent le fait que les méthodes MC1 à
MC4 ne prennent pas en compte les positions des éléments dans les ordres d’entrée pour
construire le consensus final. C’est pour pallier ce défaut que ces auteurs ont introduit
la méthode basée sur les châınes de Markov pondérées.
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D’autres modèles probabilistes ont été testés, comme le modèle de Mallows [13, 48,
49]. Les algorithmes basés sur ce modèle sont en O(|D|!). Les modèles probabilistes ont
été utilisés pour les méta-recherches [5, 21].

Par ailleurs, d’autres méthodes de consensus probabilistes peuvent être utilisées lors-
qu’une phase d’apprentissage permet de préparer les données. Deux phases composent
ce type de méthode : la phase d’apprentissage, et la phase de consensus. La première
consiste à construire un modèle de consensus en comparant le consensus de sortie de plu-
sieurs instances du problème (selon une certaine méthode de résolution) avec le consensus
fourni par un oracle. La deuxième phase consiste alors à utiliser ce modèle précédemment
construit pour améliorer la prédiction des consensus futurs : des scores sont assignés
aux éléments du domaine selon le modèle, ce qui permet d’ordonner les éléments se-
lon ces scores, et donc d’obtenir un consensus. Récemment, de nombreux domaines et
champs d’application (comme les systèmes de recommendation pour un collectif [70], la
récupération d’informations [55, 12, 54, 71], les méta-recherches [63, 12], ou les langages
naturels [54]) se sont intéressés au gain de performance entre un consensus d’ordres avec
ou sans apprentissage.

Autres types de résolution Ce qui nous intéresse dans ce stage est non seule-
ment d’obtenir une carte consensus, mais également de pouvoir inférer et interpréter les
opérations (qu’il s’agisse d’un événement biologique ou d’une erreur lors de la création
d’une carte d’entrée) qui ont conduit à des contradictions au sein des cartes d’entrée. Au-
trement dit, en plus d’un consensus de sortie, une explication détaillant pourquoi il s’agit
du meilleur consensus (en terme d’opérations survenues), est attendue. Les méthodes de
résolution données dans ce paragraphe ne permettent pas de donner de telles explica-
tions, c’est pourquoi nous ne les détaillons pas.

Les méthodes de programmation linéaires ont été utilisées pour agréger un ensemble
d’ordres d’entrée. Elles ont par exemple été utilisées pour les méta-recherches [3], pour
la priorisation des patients aux urgences [34], ou en théorie du choix social [62]. Par
ailleurs, lorsque les ordres d’entrée sont totaux, différents articles de la littérature men-
tionnent que retourner le ”meilleur” des ordres d’entrée (i.e., celui qui est le moins en
désaccord avec les autres ordres d’entrée concernant l’ordre entre deux éléments) en tant
que consensus de sortie est une 2-approximation de l’agrégation optimale de Kemeny [2].
Cette approximation a surtout été utilisée en théorie du choix social [62, 2, 1]. D’autre
part, trois différentes approches basées sur des algorithmes de tri (le tri rapide, le tri
fusion, et le tri par insertion) sont utilisés par Schalekamp et van Zuylen [62] pour le
consensus d’ordres partiels. La comparaison des éléments dans ces algorithmes de tri
est basée sur l’avis de la majorité (non stricte) des ordres d’entrée. Finalement, étant
donné une instance du consensus d’ordres, Guénoche [38] s’est intéressé, non plus à cher-
cher un unique consensus, mais à partitionner les ordres d’entrée en plusieurs ensembles
”homogènes”, puis à chercher un consensus pour chacun d’entre eux. À l’évidence, ce
problème de consensus multiples est bien différent du problème de consensus (simple)
d’ordres.

La table 2 ci-dessous présente une vue synthétique des références bibliographiques
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citées dans cette sous-section, en les regroupant par domaine d’application et méthode
de résolution.



Domaine
d’application

Méthode de
résolution

Théorie du
choix social

(votes)

Systèmes de
recommenda-
tion pour un

collectif

Priorités aux
urgences

Langages
naturels

Récupération
d’informations

Méta-
recherches

Classification
automatique

Fusion de (ou
distance entre)

cartes
génomiques

Sc
or

es
su

r
él

ém
en

ts

Condorcet [15, 67] [24, 57]
Borda [19] [6] [34] [54] [54, 59] [5, 60, 21] [41, 68, 61]

CombX [6] [65, 31, 59] [5, 60] [41]
Opérateurs
pondérés [34] [28] [25]

R
ec

he
rc

he
de

m
éd

ia
ne

Médiane sous
K

[22, 7, 18, 16,
47, 69, 2, 62,

9, 10, 58]
[34] [24, 21] [61] [74]

Médiane sous
F [22, 62] [6] [33, 34] [24] [32, 74]

Médiane sous
distance

d’événements
[32]

G
ra

-
ph

es Graphes [7, 18, 16, 47,
69, 2, 62, 38] [57, 21] [75, 26, 66, 20]

P
ro

ba
-

bi
lis

te
s Méthodes

probabilistes [31, 59] [5, 60, 21]

Avec
apprentissage [70] [54] [55, 54, 71] [63]

A
ut

re
s

Prog. linéaire [62] [34] [3]
Méthode
aléatoire [62, 2, 1]

Algo. de tri [62]
Consensus
multiples [38]

Table 2 – Synthèse des références bibliographiques par domaines d’application et méthodes de résolution. Le domaine d’application de la fusion de (ou distance entre)
cartes génomiques regroupe aussi bien de l’étude de distance d’événements pour l’inférence de cartes ancestrales, que le problème de la fusion de cartes génomiques
contemporaines. Les méthodes de résolution ne sont pas spécifiques à un domaine d’application : elles sont très souvent utilisées par différentes communautés. Cependant,
seulement la communauté des réarrangements génomiques [32] s’est intéressée à la recherche d’une médiane sous une distance correspondant à un ensemble d’événements
complexes. Cette référence [32] n’est pas un article de recherche mais un livre regroupant différents travaux sur les réarrangements génomiques, en formalisant et donnant
les classes de complexité des problèmes étudiés.
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4 Direction de recherche envisagée

Le problème de la fusion de cartes tente d’améliorer la carte du génome d’une espèce
en en combinant plusieurs. Comme des erreurs ont pu être introduites lors de la construc-
tion des cartes d’entrée, il faut les prendre en compte lors du consensus : on s’intéressera
aux erreurs dues à des inversions de segments par les techniques d’assemblage (i.e.,
inversion de marqueurs contigus), ainsi qu’aux marqueurs mal placés (i.e., délétion et
insertion d’un marqueur). Ainsi, la combinaison de cartes génomiques doit prendre en
compte ces différentes opérations dans sa ”fonction objectif”. De plus, comme les cartes
d’entrée sont rarement construites à partir d’un même individu, les événements biolo-
giques (i.e., transpositions, translocations, inversions, ou encore des combinaisons de ces
événements) pouvant se produire au sein d’une même population pourraient aussi être
considérés.

L’objectif du stage est de formaliser et aborder la complexité du problème de la
fusion de cartes génomiques. Pour cela, différentes variantes pourront être considérées,
suivant :

• le type des ordres d’entrée : partiels, à intervalles, à buckets, totaux sur D, ou
totaux sur un sous-ensemble de D.

• le type de l’ordre de sortie (i.e., du consensus) : il s’agira le plus souvent d’un ordre
total sur D, cependant, un consensus de sortie total seulement sur un sous-ensemble
de D pourra être envisagé.

• avec ou sans enrichissement des données : on pourra s’intéresser à des données non
enrichies, mais aussi à des données enrichies. Il est possible de ne pas accorder
la même confiance à chacune des cartes d’entrée, ce qui pourra être modélisé par
des labels de fiabilité sur les ordres d’entrée. En outre, la position d’un marqueur
dans une carte d’entrée peut être plus ou moins fiable, et une information de
distance entre deux marqueurs consécutifs d’une carte d’entrée peut être connue :
cela pourra être modélisé par des labels sur les éléments de D.

• la réalisation ou non d’une phase d’apprentissage : s’il est possible ”d’entrâıner”
nos données sur des méthodes (il faut pour cela avoir accès à des fragments de
génomes supposés totalement reconstruits), nous pourrons nous intéresser au gain
de performance entre un consensus avec ou sans apprentissage.

Pour aborder ces différentes variantes, la méthode de résolution que nous privi-
légierons est celle basée sur la théorie des graphes, puisqu’elle permet :

1. d’avoir une vue globale du problème lors de sa résolution (principe de total evi-
dence8),

2. de connâıtre toutes les opérations (erreurs dans la création des cartes génomiques
d’entrée et/ou événements biologiques décrivant l’histoire évolutive) ayant eu lieu
entre le consensus et les cartes d’entrée.

8Le mot anglais est emprunté.
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Bien que différentes recherches se soient déjà intéressées à la résolution de la fusion de
cartes en utilisant les outils des graphes [75, 26, 66], à notre connaissance, ces méthodes
de résolution n’ont pas été abordées selon une approche théorique.

Finalement, il pourrait être avantageux d’utiliser le consensus multiple introduit par
Guénoche [38], c’est-à-dire de partitionner les ordres d’entrée en des ensembles ”ho-
mogènes”, avant de fusionner indépendamment chacun d’entre eux.
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[62] Frans Schalekamp et Anke van Zuylen. Rank Aggregation : Together We’Re
Strong. In Proceedings of the Meeting on Algorithm Engineering & Expermiments,
pages 38–51, Philadelphia, PA, USA, 2009. Society for Industrial and Applied Ma-
thematics.

[63] William W Cohen Robert E Schapire et Yoram Singer. Learning to order things.
Advances in Neural Information Processing Systems, 10(451):24, 1998.

[64] Erik Selberg et Oren Etzioni. The MetaCrawler architecture for resource aggre-
gation on the Web. IEEE expert, 12(1):11–14, 1997.

[65] Joseph A. Shaw et Edward A. Fox. Combination of Multiple Searches. In Text
REtrieval Conference, pages 243–252, 1993.

[66] Haibao Tang, Xingtan Zhang, Chenyong Miao, Jisen Zhang, Ray Ming, James C
Schnable, Patrick S Schnable, Eric Lyons et Jianguo Lu. ALLMAPS : robust
scaffold ordering based on multiple maps. Genome Biology, 16(1):3, 2015.

[67] Michel Truchon et al.. Figure skating and the theory of social choice. Cahier,
9814, 1998.

[68] Merijn Van Erp et Lambert Schomaker. Variants of the Borda Count Method
for Combining Ranked Classifier Hypotheses. In Proceedings of the Seventh Inter-
national Workshop on Frontiers in Handwriting Recognition, pages 443–452, 2000.

[69] Anke Van Zuylen et David P. Williamson. Deterministic Algorithms for Rank
Aggregation and Other Ranking and Clustering Problems. In Proceedings of the
5th International Conference on Approximation and Online Algorithms, WAOA’07,
pages 260–273, Berlin, Heidelberg, 2008. Springer-Verlag. ISBN 3-540-77917-5, 978-
3-540-77917-9.

[70] Jason Weston, Hector Yee et Ron J Weiss. Learning to rank recommendations
with the k-order statistic loss. In Proceedings of the 7th ACM conference on Re-
commender systems, pages 245–248. ACM, 2013.

[71] Shengli Wu, Jieyu Li, Xiaoqin Zeng et Yaxin Bi. Adaptive data fusion methods
in information retrieval. Journal of the Association for Information Science and
Technology, 65(10):2048–2061, 2014.

[72] Ronald R. Yager. On Ordered Weighted Averaging Aggregation Operators in Mul-
ticriteria Decisionmaking. IEEE Trans. Syst. Man Cybern., 18(1):183–190, 1988.

[73] Ronald R. Yager et Vladik Kreinovich. On how to merge sorted lists coming from
different web search tools. Soft Computing - A Fusion of Foundations, Methodologies
and Applications, 3(2):83–88, 1999.

[74] Bo Yang. Bioinformatics analysis and consensus ranking for biological high
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[75] Immanuel V. Yap, David Schneider, Jon Kleinberg, David Matthews, Samuel
Cartinhour et Susan R. McCouch. A Graph-Theoretic Approach to Comparing
and Integrating Genetic, Physical and Sequence-Based Maps. Genetics, 165(4):
2235–2247, 2003.

[76] Chunfang Zheng, Aleksander Lenert et David Sankoff. Reversal distance for
partially ordered genomes. Bioinformatics, 21(1):502–508, 2005.

[77] Chunfang Zheng et David Sankoff. Genome rearrangements with partially orde-
red chromosomes. Journal of Combinatorial Optimization, 11(2):133–144, 2006.


